Erinnerung:

Satz: (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Fir jedes{ linear unabhéngige Tupel T } (V1,...,0,) In V

existiert genau ein Orthonormalsystem B = (by,...,b,); so dass gilt:
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J
(%) \v1<j<n: szzaijbi mit a;; € R und aj; > 0.

Ist ausserdem T eine Basis von V, so ist B eine Orthonormalbasis von V.

Bemerkung: Die Bedingung (x) ist aquivalent dazu, dass die Basiswechselmatrix glidy|r eine obere

Dreiecksmatrix mit Diagonaleintragen > 0 ist, oder auch zu:

J
(xx) V1i<j<n: bj:Za;jvi mit a;; € R und aj; > 0.
i=1
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Variante: Dasselbe mit einer unendlichen Folge linear unabhéngiger Vektoren T' = (vq, vg, .. .) und einem
unendlichen Orthonormalsystem B = (by, by, .. .).

Folge: Jeder endlich-dimensionale euklidische Vektorraum hat eine Orthonormalbasis.

by v o qambek By T = OO R

Folge: Ist dim V' < o0, so lésst sich jede Orthonormalbasis jedes Unterraums U zu einer Orthonormalbasis
von V erweitern.

ng/ ) lﬁ) onl o, “.
9‘3**“ . ﬂ‘»\ T= ((04/ r Ty, l"""é"/ 7«-@\)
OM&AM’;Mﬁ S7N/1N RS(%/,/_? L\/g tn € 1 /—751) ﬂ

Satz: (Cholesky-Zerlegung) Fiir jede positiv definite reelle symmetrische Matrix A existiert genau eine

reelle obere Dreiecksmatrix R mit allen Diagonaleintrdgen > 0, so dass A = R' R ist.
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Beispiel: Sei V := R[X]| mit dem Skalarprodukt (F,G) := f F(t ©(t) dt wie in §10.5. Wiederhol-
te Anwendung der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung auf die Basis {1, X 7X 2 ...} liefert eine neue Basis

{Py, P1, ...} bestehend aus sogenannten orthogonalen Polynomen. Diese haben je nach Wahl der Gewichts-
funkfion ¢ verschiedene weitere interessante Eigenschaften.
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10.10 Orthogonale Gruppe

Definition: Ein Isomorphismus f: V = W zwischen zwei euklidischen Vektorrdumen (V,( , ),,) und
(W,{ , )y ) mit der Eigenschaft

Vo, o' € Vi (f(v), f(0"))w = (v, ")y
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heisst orthogonal oder eine Isometrie.

Bedeutung: Eine [sometrie erhélt alle Abstdnde und Winkel.
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Proposition: Zwischen beliebigen euklidischen Vektorrdumen derselben endlichen (!) Dimension existiert
eine Isometrie. Jede Komposition von Isometrien ist eine Isometrie. Der identische Endomorphismus ist

—

eine Isometrie.
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Definition: Eine reelle n x n-Matrix A, fiir welche die Abbildung L 4: R" — R" fiir das jeweilige Standard-
Skalarprodukt eine Isometrie ist, heisst orthogonal. Die Menge O(n) = O, (R) aller orthogonalen n x n-
>ralarptoaust

Matrizen heisst die orthogonale Gruppe vom Grad n.

Proposition: Fiir jede reﬂl_e__n_ﬁ_%tri_xﬁ sind dquivalent:

a) @ ist orthogonal
(b) Die Spalten von @ bilden eine Orthonormalbasis von R™ mit dem Standard-Skalarprodukt.
(C) QTQ = In.
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Proposition: Die Menge O(n) ist eine Gruppe beziiglich Matrixmultiplikation.




Satz: (Variante der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension

> n. Fir alle vy, ..., v, € V existiert ein Orthonormalsystem (by,...,b,) in V', so dass fiir alle 1 < j < n

J
z;aijbi fiir geeignete a;; € R.
i
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Satz: (QR-Zerlegung) Fiir jede reelle n x n-Matrix A existiert eine orthogonale Matrix ) und eine reelle
obere Dreiecksmatrix R, so dass A = QR ist.
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Bemerkung: Die O(n) ist eine kompakte Teilmenge von Mat,,x,(R) = R™".

S = e \ )
Do, Ja=T. ¢ abgehbosa Redrgyrz
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Beispiel: Fiir jedes = € R gilt:

X 1 . \/1+x \/1+x 0 1+z2
Fir + — oo bleibt @ in dem Kompaktum O(n) und das Wachstum findet nur in dem Faktor R der
Zerlegung QR statt.




10.11 Volumen

Die Anfiihrungszeichen in den Sétzen dieses Abschnitts beziehen sich darauf, dass das Volumen erst in der

mehrdimensionalen Analysis richtig definiert wird.

,watz: Fiir jede reelle n x n-Matrix A und jede Teilmenge X C R" gilt

11 vola(La(X)) = | det(A)] - vols(X), (

sofern beide Seiten wohldefiniert sind.

P

,Folge*: Das Volumen des von beliebigen vy, ..., v, € R" aufgespannten Parallelotops (oder Parallelepi-

peds oder Raumspats) ist m

vol, ({30 tivy | Vi: 0<t; < 1}) = [det(vy, ..., vn)]. /
A = (u;,/~ 7u\/ ~ AQ(-:(J\. — LA-< [o//r]"\): X
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